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Helmholts tanliyinin adadi halli iiciin sonlu farqlor
metodunun tatbiqi vo tohlili

Xiilasa

Bu mogalada biz Helmholts tonliyinin adadi halli tigiin sonlu forglor metodunun tatbiqi vo tohlilini
arasdiracagiq. Helmholts tonliyi riyazi fizikanin asas tonliklorindon biridir. Helmholts tonliyini alman
fiziki vo riyaziyyatgist Hermann von Helmholts dalga proseslorinin riyazi tosvirini sadslosdirmok
ticlin formalasdirib. Bu tonlik akustikada, dalga yayilmasi, elektromaqnit dalgalari, istilikkegirmo vo
digor proseslords istifado olunur. Helmholts tonliyinin analitik halli yalniz sads hondasi formalara
malik saholords va secilmis sorhod sortlorindo hesablana bilir. Miirakkob proseslordas, qeyri-bircins
miihitlords vo real fiziki proseslori oks etdiron sorhad sortlori {i¢lin analitik holl tapmaq ¢otin vo ya
miimkiin olmur. Buna gora do tonliyin toqribi hallori arasdirilir vo adadi tisullardan istifado olunur.
Bu mogqalados biz diferensial tonliyin sonlu farglor iisulu ilo cobri tonliklor sistemino gotirilmasi vo
alinan sistem tonliyin halli masalalorine nozar salacagiq.
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Application and Analysis of the Finite Difference Method for the
Numerical Solution of the Helmholtz Equation

Abstract

In this article, we will study the application and analysis of the finite difference method for the
numerical solution of the Helmholtz equation. The Helmholtz equation is one of the fundamental
equations of mathematical physics. The Helmholtz equation was formulated by the German physicist
and mathematician Hermann von Helmholtz to simplify the mathematical description of wave
processes. This equation is used in acoustics, wave propagation, electromagnetic waves, thermal
dissipation, and other processes. The analytical solution of the Helmholtz equation can be calculated
only for domains with simple geometric shapes and with selected boundary conditions. In complex
processes, inhomogeneous environments, and for boundary conditions reflecting real physical
processes, it is difficult or impossible to find an analytical solution. Therefore, approximate solutions
of the equation are investigated, and numerical methods are used.
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In this article, we will consider the problems of reducing the differential equation to a system of

algebraic equations using the finite difference method and solving the resulting system of equations.

Keywords: Helmholtz equation, finite difference method, electromagnetic waves, numerical
solution, mathematical physics, differential equation
Giris

Helmbholts tonliyinin analitik vo odadi hallori mdévcuddur. ©dadi hollordon an ¢ox istifads
olunanlar bunlardir: sonlu forglor metodu (FDM), sonlu elementlor metodu (FEM), spektral metodlar.
Sonlu forqlor metodu bu sahads daha genis totbiq edilon tisullardan biridir. Helmholts tanliyinin sonlu
forqlor metodu ilo halli, hamginin tonliklo bagl miixtslif masalslar bir ne¢a moshur maqalslords tasvir
edilmisdir (Brenner va Scott, 2008).

Analitik hollor Helmholts tonliyi iig¢lin yalniz miioyyon sado hondosi saholordo vo sorhod
sortlorindo mdvcuddur, miirokkob geometrik formalar vo real fiziki sorhod sortlori ii¢iin onlarin
tapilmasi ¢otin vo ya geyri-miimkiin olur. Bu ¢atinlik fenomeni xiisusilo sonsuz vo ya geyri-adi sorhad
sartlorina sahib problemlords daha aciq sokilds 6ziinii gdstorir vo analitik tisullarla sorhad problemi
hallini ciddi sokildo mohdudlasdirir (Johnson, 2009).

Helmbholts tonliyinin daha bir hall {isulu da genis yayilmisdir. Bu iisul Adomian dekompozisiya
tisuludur. Sonlu farglor metodu ilo Adomian dekompozisiya metodunun tstiinliiyli vo forqliliklori
miiqayiso edilir (Wang vo b., 2018). Dekompozisiya metodu bu tip tonliklorin hom analitik, hom do
toxmini odoadi hollini sado vo diskretlogsdirmo tolob etmodon oldo etmoys imkan verir (Nobiyeva,
2025).

Olavo olaraq, Helmholts tonliyi {i¢iin kifayot qodor adadi vo analitik metodlarin keyfiyyati vo
totbiqi sahasindos ¢oxlu islor goriilmiisdiir: iterativ metodlar, spektral metodlar vo digor diskretlogsmo
yanasmalar1 hesablanmigdir (Saad, 2003; Zhang, 2014).

Son iyirmi ildo Helmholtz tonliyi iigiin sonlu forq lisullarinin inkisafi haqqinda miixtslif qisa
icmallar togdim olunur. Faza xatasina asaslanaraq, bu moqgalods 1D, 2D vo 3D-ds naticolor verilmis,
miixtolif sxemlorin forqi vo olagosi do gostorilmisdir, xiisuson Helmholtz tonliyini yiiksok dalga
nomralori ilo hoall etmak iiclin miiraciot edorkon hesablama effekti, iistalik, yiiksok dalga nomraslori
problemlarinin yaxilagsmasinda mdvcud olan bozi asas problemlor miizakirs edilmisdir (Strikwerda,
2004).

Tadqgiqat

Bu todqiqatda Helmholts tonliyinin odadi halli ii¢lin sonlu forqlor metodundan istifads
olunmusdur. Aragdirmanin osas moqsadi diferensial tonliyin diskretlosdirilmosi yolu ilo cobri
tonliklor sistemina ¢evrilmasi vo bu sistemin adadi hallinin tohlil edilmasidir. Todqiqat ikidl¢iili saho
ticlin aparilmis vo metodun doqiqliyi, sabitliyi vo yaxinlagma xassolori aragdirilmisdir (Courant vo
Hilbert, 2008).

Helmbholtz tonliyinin halli ii¢lin sonlu forglor metodunun totbiqi Samarski (1989), Strikwerda
(2004) vo LeVeque (2007) kimi miialliflorin islorindo genis sokildo arasdirilmisdir. Xiisusi ytliksok
stiratlordo yaranan cabri sistemlorin hoalli Ernst vo Gander (2012) asasinda yaradilmisdir (Shah vo b.,
2021).

Masalonin qoyulusu

Au+s?u=0 (1)

Bu tonliys Helmbholts tonliyi deyilir vo aragdirma zamani bu tonlikdon istifade edacayik.

u(x,y) — axtarilan funksiya

s- dalga parametri

Toromalorin yaxinlagmasi

Sonlu farglor metodunu totbiq etmok {igiin funksiyanin téramelarini yalniz funksiyanin miioyyen
noqtalorindaki qiymatlori asasinda toxmini hesablamaliyiq (Helmholtz, 1860). ©gor f€ C*(R) olarsa,
onda

h? h3
fr+h) =f)+hf' D+ f O+ M@+ @)

195



ELMI IS Beynolxalq EImi Jurnal. 2026 / Cild: 20 Sayx: 1/ 194-198 ISSN: 2663-4619
SCIENTIFIC WORK International Scientific Journal. 2026 / Volume: 20 Issue: 1/ 194-198 e-ISSN: 2708-986X

vo buna uygun olaraq
h? h3
f=h) =f)-hf'C+f7) = "D+ (3)
Bu ifadolori ¢ixdiqda asagidaki alinir
flx+h) = f(x—h) =2hf'(x) + 0(h®) (4)
Sonda funksiyanin toromasi asagidaki kimi ifads olunur

' fx+n)—f(x—h)
£ ~ LRI 5)

Burada xota anlayist O(h?) olur. Homginin (2) va (3) ifadalorini toraf-torofa topladigda asagidaki
almir

flx+h)+ f(x—h) =2f(x) + h*f"(x) + O(h") (6)
Onda f"'(x) belo alinir

" fx+h)—-2f () +f (x—h)
£ = hz (M
Buna oxsar qaydada f funksiyasiin qismon téromalori toxmini belo hesablanir

ou u(x+ h,y)—u(x—h,y)

ou ulx,y +k)—u(x,y —k)

3y (x,y) = ok , 9)
0%u u(x+ h,y) — 2u(x,y) + u(x — h,y)

5z V)= 2 : (10)
d%u u(x,y+ k) —2u(x,y) +ulx,y — k)

a—yz(x: y) = 12 , (11)

Sonlu forqlor metodu

R=[a, b] X [c, d] R?-do Dbzbucagql oblast olsun vo asagidaki sorhod masalosina baxaq.

2., — _
{Au+s u=020, R — ds, (12)

ulx.y) = f(x,y), OR — do.

Bu mosalaya sonlu forglor metodunu tetbiq etmak ii¢lin ovvalca R-ni (x;, y;) formali nX m torla
yaxinlagdiririq (Iserles, 2009).

d—c
m-—1

x;=a+ ({—1h, hzzg,

yi=c+(G—1Dk, k:=

(13)

Hor hansi verilmis bir tor noqtasi (x,y) tigiin (10) vo (11) don istifads edok
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Au + s?u = 0 tonliyi asagidaki kimi yazaq

u(x+hy)-2u(xy)+u(x—hy) , u(xy+k)—2u(xy)+u(xy—k) _
5 + o rs2u(x,y) =0 (14)

2

% = r gotiirsok (14) ifadosi asagidaki besnoqtali formulaya sadolosir:

ru(x+hyy) + ru(x-hy)yruy+k)tuxy-k) +(s?k? = 2r — 2)u(x,y) = 0

Sonda, har bir tor ndqtesi ligiin, u-nun giymatlorini 6ziindo oks etdiron oxsar xotti tonlik yaza
bilorik. Burada u-nun qiymeotlori sorhod boyu molum,(n-2)(m-2) tor ndqtolorindo iso molum
olmadigindan, holl etmok ii¢lin (n-2)(m-2) tonliklorindon va (n-2)(m-2) doyisonlorindon ibarat xatti
sistem yaradir1. Indi iso (n-2)(m-2) doyisonlorini z; ilo nomraloyok (Antoine va b., 2014).

7 = ulx, ;) k=G-2)(n-2)+i-1.
Bu xotti tonliklor sistemimizi AZ = b soklindo yazmaga imkan verir, burada
A (n-2)(m-2)X(n-2)(m-2) matrisidir.

Bu sistemi hall etmokls biz daxili tor noqtalorinds u ligiin toxmini qiymat alds edirik vo bu hall
(12) tonliyinin adadi halli adlanir (Evans, 2010).

(12) tonliyini daha rahat hall etmak ticiin MATLAB proqraminda yuxaridaki alqoritmlori yazaraq
tonliklor sistemini hall etmok olar. Bu niimunads biz tonliyi besndqtali sxem soklinds yazmisiq
homginin doqquznoqtali sxemdon do istifads edilir. Doqquzndqtali sxem daha olverislidir vo daha
doaqiq holl tapmaga komok edir (El-Sayed vo Kaya, 2004).

Natica

Bu moqalads biz Helmholts tonliyinin adadi halli tigiin sonlu forqlor metodunun tatbiqi va tohlili
aparmisiq. Todqiqat ¢orgivasinds ikidl¢iilii Helmholts tonliyi iigiin toromolori yaxinlagdirib, gismon
toromolori tapmisiq vo diizbucaqli oblastda besndqtali sxemo sadslosdirmisik. Sonda alinan xotti
tonliyi miixtalif tisullarala hoall etmok olar. ©lverigli lisullardan biri do Yakobi vo Gauss-Seidel
tisullaridir. Bu tisullar kod yazaraq C, C++, MATLAB vo basqa proqramlasdirma dillorindon istifado
edorak hesablaya bilorik.

Tadqiqat naticalari siibut edir ki, analitik hallorin mévcud olmadig1 miirokkeb handasi sahalar vo
real sorhad sortlori {i¢lin sonlu forqlor metodu praktik vo dayaniqli adadi hall imkani yaradir. ©ldo
olunan noticolor akustika, elektromaqnit dalgalarmin yayilmasi vo digor totbiqi riyaziyyat
masalalorindo Helmholts tipli tonliklorin modellosdirilmasi {igiin istifads oluna bilor.

Helmholts tonliyinin holli tisullar1 analitik hollin miimkiin olmadigi miirokkob dalga
problemlorinin modellosdirilmasi vo tohlili li¢iin osas hesablama alotlorindon biridir.

Golocok todqiqatlarda yiiksok sirali sonlu forqlor sxemlorinin, siiratlondirici iterativ metodlarin vo
paralel hesablama yanasmalarmin totbiqi ilo metodun effektivliyinin daha da artirilmasi
magsadauygun hesab olunur.
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